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MATHEMATIQUES

Un corrigé

ler Probléme :

@ Posons z(t) = t + sin(t) — 4sin <;> et y(t) = 3 4 cos(t) — 4cos <;> Soit s(t) la fonction définie par
s'(t)? = 2/ (t)*> + 4/ (t)*. Alors on obtient :

t\\? t\)"
s(t)? = (1 + cos(t) — 2 cos <2)> + ( sin(t) + 2sin <2>>
= 4 —8cos (;) + 4 cos? <;)
" 2
= 4 <cos <2> — 1)
Si L(t) désigne la longueur de l'arc M (0)M (t), alors :

L(t) = /Ots'(x)dx :2/; (1 —cos<2>>dx—2t—4sm (;) .

La longueur totale de I’arc ¢ est donnée par L(4w) = 8.

1
@ Le vecteur unitaire tangent ? est donné par ? = 0 (ac/(t)7> + y’(t)7> et le vecteur unitaire normal est
donné par N = Rotz (7)
a'(t) 1+ cos(t) —2cos (%)
s'(t) 2 (1 — oS (%))

2 cos? (%) — 2cos (%)
2(1 - cos (1))

(5
= —cos| =
2

y'(t) —sin(t) + 2sin (%)

s'(t) (1 — cos ( ))

—2cos (%) sin (%) + 2sin (%)
2 (1 — cos (%))

- w(})

- . t . . t - t -
D’ou ? — COS (2> 7 + sin (2> 7 etN2 = Rotg (?) = sin <2> 7 + cos <2> 7

et




PPy $ (1)’
(0" () = Oy O]~ [0y — Oy 0]

Yy
Oy () — 2" (O () = <1+cos ) — 2cos <;)> <— cos(t) + cos <;>>
oo () (o )
— cos(t) + cos <2> -3+3 <Costcos <;> + sin ¢ sin <;>>
—  —cos(t) + dcos (;) 3
— 11— 2cos (;) + dcos (;) _3- 9 (1 _ cos (;))2

o = 20O (1 (1)),

2(1—(308(2)) 2

Le rayon de courbure est donné par la formule R(t) =

@ Le centre de courbure 2 est Q = M(t) + R(t) ﬁ(t) = X(15)7> + Y(t)?> ol
) — s'(t)? , B s'(t)? o
XO=20 = sy - waya’ Y X TVt Seye - mere

Y - t+sin(t)—4sin<;)— (1—cos(£ )? <_sin(t)+25in<;)>

= t¢+sin(t) —4sin <;> +2 <_ sin(t) + 2sin <;>>

= t—sin(t)

et

Y(t) = 3+ cos(t)—4cos (;) + 41— cos (é)); (1 + cos(t) — 2 cos <;>>

t
= 3+ cos(t) —4cos <2> -2 <1 + cos(

= 1—cos(t)

Le centre de courbure qui au temps ¢ = 0 coincide avec l'origine O décrit une cycloide définie par les
fonctions X (t) =t —sint et Y(¢) = 1 — cost qui sont bien des fonctions définies pour ¢t € R. On remarque
que X (t +2m) =21+ X(t) et Y(t + 2m) = Y(t) : le point M (t + 27) se déduit de M (t) par translation de
vecteur 2. Il suffit donc d’étudier la courbe sur l'intervalle [—, 7]. De plus, la fonction x étant impaire et y
paire, on restreint ’étude a [0, 7| puis on complete par symétrie par rapport a 'axe (Oy).

Finalement, il suffit d’étudier la courbe sur [0, 7] puis on compléte en utilisant successivement la symétrie
par rapport a (Oy), puis des translations successives de vecteur 27.

Les fonctions X et Y sont de classe €' et V¢ € R, X'(t) = 1 — cost et Y'(t) = sint.



t 0 T
X'(t) 0 + 2
xw | -

2
Y (#) ; -
Y'(t) 0 + T

La courbe va vers la droite en montant lorsque ¢ varie de 0 a 5 Le point M (0), qui est I'origine, est singulier.
Pour étudier I'existence d"une tangente en ce point,on considere

lim Y (t) - Y(0) — lim 1 —cost

0 X(0) —X(0) oot £ —smt T

Par conséquent, la courbe posséde une tangente de pente verticale au point M (0).

Yy M(27) = (2m,8)

x =1t +sin(t) —

in (1) o)

= 3+ cos(t)




2éme Probléme :

@ Pour z réel et n entier naturel non nul donnés, on a

cos((2n 4 1)z) +isin((2n + 1)x) = (cosz + isinz)?" T = Z i*C 1 cos® TR g sinf g,

puis par identification des parties imaginaires

n
sin(2n + 1)z = Z(—l)kﬁgnﬂ cos?("R) g gin?kH o
k=0

et enfin en divisant les deux membres par sin®**! z pour z ¢ S = { kx| k € Z }, on obtient

sin(@n + 1z _ zn:( 1)*C5,. 1 cot?=H) g

s 2n+41
S11 T k=0
@Toutd’abord ourl <k<mnonal< hn < T T A1ns11esnombresk77r 1<k<n
APOUES = =T il 2041 20 2 a1 S

sont deux a deux distincts et dans }0, g [ Par injectivité de la fonction z — cot = sur } 0, g [, les n nombres

km . . .. .
ot < o 1>, 1 < k < n, sont deux a deux distincts et de plus strictement positifs. Finalement, les n réels
n

2. sont deux a deux distincts.

. sin(k . R .
Maintenant, pour k € [1,n], P(z;) = _ sinlkm) = 0. On a donc trouvé n réels deux a deux distincts
s 2n41 km
S 2
( n+1)
racines du polynéme P = E Ck Lz ¥ qui est de degré n.

k=0

@ Les relations entre coefficients et racines d"un polyndme permettent d’affirmer que

i1 2n+1)(2n)(2n—1)  n(2n—1)
Zﬂf’f - C;: B 6(2n + 1) 3

Donc

= km n(2n —1)
Vn € N*, Zcot2< > = )
P 2n+1 3

Ensuite, pour z ¢ S, =1+ cot? z et donc

sin? x

- 1 B - o km B n(2n—1)  2n(n+1)
27. - _Z<1+cot <2n+1>>—n+ 3 = 3 .

2
k=1 Sl (2n+1) k=1

. . . . . @
@ Les fonctions sin et tan sont respectivement strictement concaves et strictement convexes sur } 0, 5 { Onen
déduit que les graphes de ces fonctions sont respectivement strictement au-dessous et strictement au-dessus
T
de leur tangente en (0, 0) sur ] 0, 5 [ et donc

Vx G}O,g[, sinz < ¢ < tanz.

(a) Puisque, pour z € ] 0, 5 {, sinz < x < tanz, on a aussi aprés passage a l'inverse et élévation au carré

T 1 1
v 6}0,—{, t2r< = < .
a: g VTS 2 sin? x

4



Pour k € [1,n] est dans } 0, g [ et donc,

k 2 1)2 1
cot2<nﬂ )<(n+) <

km
"o +1

2.2 -2 km

n+1 k*m sin” 5.7
En sommant ces inégalités, on obtient

—1) k n+1)2 .1 - 1 2 1
S ZCt2<2 ﬂ1><(n+2) 2 -
n+ 0 — £~ Gin? <2n11)

ou encore .

n(2n—-1) , 1 n(n+1) ,

Vn € N*, —_— < - < 00—
" 32n+1)2" K2 302n+1)2"

k=1
(b) Lorsque on fait tendre n vers plus l'infini, les deux suites a gauche et a droite de I'encadrement précé-

dent convergent vers la méme valeur, on peut donc conclure que la série E — existe et que

peEN*
— = —
p=1 p 0

, L (—1)? (1
@ Remarquons d’abord que les deux séries E 5— et E 12 sont absolument convergentes. Notons
P
peN* peN*

. . . . 1
(Sn)nen+ la suite de sommes partielles associée a la série g —.Pourtoutn € N,ona:
peN*

n—1 n—1

1 1
=-9 —_.
(2p+1)2 4 ”+p§(2p+1)2

ZZﬁ

p=0
D’ou par passage a la limité :
o0 2 2 2
e _®
= 2p+ 2 6 24 8
De méme, on a:
2n n n—1 n—1
(—1)P—1 1 1 -1 1
2o T mE T nt 2
= = @2 e (2p+1)? 4 — (2p+1)

D’ot1 par passage a la limité :

3éme Probléme :

&=4q A= (au)1<1j<n € r// Zazq Zapja Vi, j € [[l,n]]
=1

Les matrices de & sont dites semi-magiques.

@ ¢ & est non vide puisque la matrice nulle est un élément de &.
o Soit A = (aij)1<ij<n €t B = (bij)1<i j<n deux éléments de & et & un nombre réel. On a:



n

Vi, j € [1,n], Z aiq + abig) = Zazq+a2blq—2am+a2bp] Z (ap; + abp;) -

q=1 p=1
Donc A 4+ aB € &. Ainsi & est un sous-espace Vector1e1 de ///n( )

¢ La derniere égalité montre aussi que d(A + aB) = d(A) + ad(B), donc d est une bien une forme linéaire
sur &.

@ L’égalité matricielle AJ = JA = A\J est équivalente a

ajp; aiga ... Qain 11 ... 1 11 ... 1 ailp] a2 ... Qain 11 ... 1
a1 agy ... QA2n 11 ... 1 11 ... 1 a1 a2 ... Q2n \ 11 ... 1
Anl Gp2 ... Qpp 11 ... 1 11 ... 1 Apl Gp2 ... Qpp 11 ... 1
n n
ou encore a Z ajqg = Z ap;j pour tout couple (i,5) € [1,n]*. Ainsi A € & si et seulement si il existe A € R
q=1 p=1

tel que AJ = JA = \J.
@ (a) I suffit de vérifier que & contient la matrice unité I,,, ce qui est évident, et qu'il est stable par multipli-

cation. En effet, si A = (a;j)1<i,j<n €t B = (bij)1<i j<n sont dans &, on pose C' = AB = (c¢;j)1<i j<n avec
n

Cij = Zaikbkj~ On a, pour (i, j) € [1,n]*:
k=1

n n n
2 c = 2D aibig
g=1

q=1 k=1

= > aiwx Y b
k=1 q=1

= Y ayd(B) = d(B)d(A)
k=1

De méme, on trouve Zcpj = d(A)d(B). Donc Zciq = Zcpj, ainsi AB € &. De méme on peut
p=1 q=1 p=1
conclure que d(AB) = d(A)d(B), de plus d(I,,) = 1 et d(A+aB) = d(A)+ ad(B) (la premiere question
), ce qui montre que d est un morphisme d’anneaux.
(b) ©SiAe GL,(R)yN&, alors AJ = JA =d(A)J.Sid(A) =0, alors AJ = 0 et comme A est inversible on
obtient A~' AJ = J = 0 ce qui est absurde, donc nécessairement d(A) # 0.
o L'égalité AJ = JA = d(A)J s’écrit, en multipliant a gauche et a droite par A™', A™'J = JA™! =

1
. ~1 —1y_ L
d(A)JcequlmontrequeA €&etqued(A) A
oOnad(J) =n#0, cependant J n’est pas inversible. (rg(J) =1 < n)
@ On vérifie facilement que BC' = CB = 0. Puisque BC = CB, on peut appliquer la formule de bindme :

p—1
AP = (B+C)P = A + Y "CFB"CP™% + BY = AP + BP.
k=1

@ F estle noyau d'un forme linéaire non nulle sur & (d(J) # 0), donc .# est un hyperplande &. . = Vect(J)
est une droite vectorielle. Comme J ¢ .%, alors .% et ./ sont deux espaces supplémentaires :

E=F 0.

( voir cours sur les formes linéaires et les hyperplans )



@ (@) ©Onad(T, ) = 0 pour tout (r, s) € [2,n]? donc T}, € .Z.

o Soit E a,sT; s = 0 une combinaison linéaire nulle des éléments 7. ;, donc matriciellement
2<r,s<n

g Qrs —Q12 ... —Q1p

2<r,s<2
—Q21 gy ... Q2p | =0.
—0Qnl (6779 e Apn

Donc a,s = 0 pour tout (1, s) € [2, n]]Q. Donc la famille (7} s)2<y s<n est libre. Pour montrer que cette
famille est une base de .7, il suffit donc de montrer qu’elle est génératrice. En effet, si A = (a;;)1<i j<n

est un élément de .%, alors
n n
§ :aiq = E :apj =0,
q=1 p=1

n n
alors Vr € [2,n], a;1 = — E ars etVs € [2,n], a1s = — E as, donc A s’écrit sous la forme :
s=2 r=2
n n n n
g Qrs — g Qr2 - E Qrn
r=2 s=2 s=2 s=2
n
- § a2s a2 A2n
A = s=2

— E Qns an?2 e Ann

s=2
n n
= Z Zars(Ell —FEis—E + Ers) = Z arsTr,s
r=2 s=2 2<r,5<s

ol (Eys)1<rs<n désigne la base canonique de .7, (R).
(b) La question précédente montre que dim.# = (n — 1)%. De plus & = . @ .7, donc dim & = dim .F +
dim.¥ = (n—1)* +1=n*—-2n+2.



